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WYKÃLAD 15: Dezinegracja miary na przestrzeni produktowej

UWAGA: Ten wykÃlad wymaga znajomości elementów analizy funckjonalnej, kon-
kretnie Twierdzenia Riesza o reprezentacji funckcjonaÃlu (tylko nieujemnego) na
C(Y ) (Y -zwarta metryczna).
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Przeliczalna generowalność

Definicja. Powiemy, że sigma-ciaÃlo G jest przeliczalnie generowalne, jeśli istnieje
rodzina przeliczalna C ⊂ G taka, że σ(C) = G.

Ponieważ ciaÃlo generowane przez C jest również przeliczalne można od razu zaÃlożyć,
że C jest ciaÃlem.

PrzykÃlad. Jeśli Y jest przestrzenia̧ metryczna̧ ośrodkowa̧ (na przykÃlad zwarta̧) to
sigma-ciaÃlo borelowskie G jest przeliczalnie generowalne. Faktycznie. Zbiorem C
jest (ciaÃlo generowane przez) zbiór kul o promieniach wymiernych wokóÃl punktów
ośrodka.

Dezintegracja

Rozważmy produkt dwóch przestrzeni mierzalnych z sigma-ciaÃlem produktowym
(X × Y,F ⊗ G). Pamiȩtamy, że Twierdzenie Fubiniego charakteryzuje tzw. miarȩ
produktowa̧ i pozwala liczyć caÃlki ta̧ miara̧ poprzez caÃlki iterowane. Twierdzenie
to jednak nie stosuje siȩ do innych miar na sigma-ciele produktowym. Ten wÃlaśnie
przypadek bȩdzie nas teraz interesowaÃl. Niech zatem µ oznacza teraz dowolna̧ miara̧
na F ⊗ G (niekoniecznie produktowa̧).

Definicja 1. Miara̧ brzegowa̧ (inaczej marginalna̧) na X nazywamy miarȩ µX na
(X,F) określona̧ wzorem

µX(A) = µ(A× Y ).

Analogicznie określa siȩ miarȩ marginalna̧ µX na Y .

Definicja 2. Dezintegracja̧ miary µ wzglȩdem µX nazywamy rodzinȩ miar

{µx : x ∈ X ′}

określonych na (Y,G) dla x ze zbioru X ′ miary peÃlnej µX (tzn. o dopeÃlnieniu
miary zero), o nastȩpuja̧cej wÃlasności: dla każdego B ∈ G funkcja x 7→ µx(B) jest
F-mierzalna oraz dla każdego A ∈ F

(1) µ(A×B) =
∫

A

µx(B) dµX(x).



PrzykÃlad. Jeśli µ jest skończona̧ miara̧ produktowa̧, µ = ν1 × ν2 to oczywíscie
µX = ν1. Wtedy rodzina miar {µx = ν2 : x ∈ X} jest dezintegracja̧ miary
µ. Faktycznie, dla każdego prostoka̧ta mierzalnego A × B w produkcie zachodzi
µ(A×B) = ν1(A) · ν2(B) =

∫
A

ν2(B) dν1(x).

Uwaga: Jeśli µx jest dezintegracja̧ to nietrudno sprawdza siȩ z liniowości caÃlki, że
dla funkcji prostych f staÃlych na pewnych prostoka̧tach mamy

(2)
∫

f(x, y) dµ(x, y) =
∫ [∫

f(x, y) dµx(y)
]

dµX(x)

(i wewnȩtrzna caÃlka jest F-mierzalna̧ funkcja̧ x). Ponieważ każda̧ nieujemna̧ funkcjȩ
mierzalna̧ można przybliżać niemaleja̧co funkcjami prostymi powyższego typu, to z
twierdzenie Lebesgue’a o zbieżności monotonicznej (zastosowanego do caÃlki po lewej
stronie i dwukrotnie po prawej) powyższy wzór przenosi siȩ na funkcje nieujemne.
Poprzez rozkÃlad na f+ i f− i znowu z liniowości caÃlki wzór (2) przenosi siȩ na
wszelkie funkcje znakowane, dla których caÃlka po lewej stronie ma sens (sprawdza
siȩ, że wtedy po prawej stronie sens ma caÃlka wewnȩtrzna dla prawie każdego x oraz
caÃlka zewnȩtrzna). Oczywíscie, jeśli dla każdej funkcji caÃlkowalnej dwóch zmiennych
speÃlniony jest wzór (2), to stosuja̧c go do funkcji charakterystycznej prostoka̧ta
A × B otrzymamy wzór (1). Zatem w definicji dezintegracji można stosować wy-
miennie wzór (1) (dla wszytkich prostoka̧tów) lub wzór (2) (dla wszystkich funkcji
caÃlkowalnych).

Fakt. Jeśli G jest przeliczalnie generowalne i istnieje dezintegracja {µx} miary µ
wzglȩdem µX , to dezintegracja ta jest jedyna w tym sensie, że każda inna dezinte-
gracja {µ′x} speÃlnia µX-prawie wszȩdzie równość µx = µ′x.

(Dowód na ćwiczenia.)

Podalísmy definicjȩ dezintegracji i wiemy już, że pozwala ona wyrazić caÃlkȩ miara̧
µ poprzez caÃlkȩ iteorwana̧ (wzór (2)), ale nadal nie wiemy, czy taka dezintegracja
w ogóle istnieje. Poniższe twierdzenie stosuje siȩ do wiȩkszości przypadków roz-
ważanych w zagadnieniach w teorii miary i w analizie:

Twierdzenie o dezintegracji. Niech (X,F) bȩdzie dowolna̧ przestrzenia̧ mierzal-
na̧, a (Y,G) niech oznacza zwarta̧ przestrzeń metryczna̧ z sigma-ciaÃlem borelowskim.
Niech µ bȩdzie dowolna̧ miara̧ skończona̧ na sigma-ciele produktowym F⊗G. Wtedy
istnieje dezintegracja {µx} miary µ wzglȩdem µX .

Dowód. Wiadomo, że przestrzeń C(Y ) funkcji rzeczywistych cia̧gÃlych na Y z me-
tryka̧ jednostajna̧ jest ośrodkowa. Niech S bȩdzie zbiorem funkcji gȩstym w C(Y ).
Biora̧c wszystkie kombinacje liniowe funkcji z S o wspóÃlczynnikach wymiernych
otrzymamy również zbiór przeliczalny gȩsty zamkniȩty na takie kombinacje. Za-
tem możemy zaÃlożyć, że rodzina S jest zamkniȩta na kombinacje wymierne. Dla
każdej f ∈ C(Y ) określmy miarȩ znakowana̧ νf na (X,F) wzorem

(3) νf (A) =
∫

1A(x)f(y) dµ(x, y).



Sprawdzenie, że to jest miara jest natychmiastowe: dla zbiorów rozÃla̧cznych An

mamy 1⋃
n

An
=

∑
n 1An

= limn

∑n
i=1 1Ai

, dalej stusujemy liniowość caÃlki (dla

sum skończonych) i twierdzenie Lebesgue’a o zbieżności zdominowanej aby przej́sć
do sum przeliczalnych (mamy |∑n

i=1 1Ai(x) · f(y)| ≤ |f |, a |f | jest funkcja̧ cia̧gÃla̧,
sta̧d ograniczona̧, a wiȩc caÃlkowalna̧ dla miara̧ skończonej µX). Widać, że

(4) |νf (A)| ≤ ‖f‖µX(A),

(‖f‖ oznacza tu normȩ supremum) w szczególności νf jest absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem
µX . Ponadto, gdy f ≥ 0 to νf ≥ 0. Z twierdzenia Radona-Nikodyma istnieje zatem
(określona µX -prawie wszȩdzie) gȩstość gf na X taka, że dνf = gfdµX , czyli, że
dla każdego A ∈ F można napisać

(5)
∫

1A(x)f(y) dµ(x, y) =
∫

A

gf (x) dµX(x).

Znów widać, że dla f ≥ 0, gf (x) ≥ 0 µX -prawie wszȩdzie. Ponieważ caÃlka z gf po
dowolnym zbiorze A ma wartość bezwzglȩdna̧ nie wiȩksza̧ niż miara tego zbioru razy
norma f (poÃla̧cz wzory (3)-(5)), to |gf (x)| ≤ ‖f‖ µX -prawie wszȩdzie. Jeśli teraz
f = a′f ′+a′′f ′′ jest kombinacja̧ liniowa̧, to z liniowości obu caÃlek widać, że funkcja
a′gf ′ + a′′gf ′′ speÃlnia warunek na bycie gȩstościa̧ dla miary νf . Z jednoznaczności
gȩstości, mamy zatem równość µX -prawie wszȩdzie

ga′f ′+a′′f ′′(x) = a′gf ′(x) + a′′gf ′′(x).

Niech X ′ bȩdzie zbiorem (peÃlnej miary µX), gdzie powyższa równość jest speÃlniona
dla dowolnej pary funkcji f ′, f ′′ z ośrodka S i dowolnej pary wspóÃlczynników
wymiernych a, a′ (zbiór takich czwórek jest przeliczalny) i gdzie dodatkowo dla
każdej funkcji f z ośrodka S zachodzi |gf (x)| ≤ ‖f‖ i gf (x) ≥ 0 o ile f ≥ 0.
Dla x ∈ X ′ określmy funkcjonaÃl na C(Y ) wzorem

Px(f) = lim
n

gfn(x),

gdzie fn jest dowolnym cia̧giem funkcji z C zbieżnym w normie (czyli jednostajnie)
do f . Najpierw trzeba sprawdzić, że definicja ta nie zależy od wyboru cia̧gu. Jeśli
fn → f i f ′n → f , to ‖fn − f ′n‖ → 0 oraz różnice te należa̧ do S. Sta̧d, rzeczywíscie

| lim
n

gfn(x)−lim
n

gf ′n(x)| = lim
n
|(gfn−gf ′n)(x)| = lim

n
|gfn−f ′n(x)| ≤ lim

n
‖fn−f ′n‖ = 0.

Sta̧d w szczególności, dla f ∈ C (biora̧c fn = f) mamy

(6) Px(f) = gf (x).

Dalej sprawdzamy, że Px jest funkcjonaÃlem liniowym. Jeśli f = a′f ′ + a′′f ′′ i
f ′ = lim f ′n, f ′′ = lim f ′′n , gdzie f ′n, f ′′n ∈ S, to f = lim a′nf ′n + a′′nf ′′n , gdzie a′n i a′′n
sa̧ cia̧gami liczb wymiernych zbieżnymi odpowiednio do a′ i a′′. Zatem

Px(f) = lim
n

ga′nf ′n+a′′nf ′′n = lim
n

a′ngf ′n + lim
n

a′′ngf ′′n = a′Px(f ′) + a′′Px(f ′′).



Ponadto funkcjonaÃl ten jest ograniczony (a wiȩc cia̧gÃly), o normie ≤ 1, gdyż

|Px(f)| = lim |gfn(x)| ≤ lim ‖fn‖ = ‖f‖

(ostatnia równość wynika z cia̧gÃlości normy). Wreszcie zauważmy, że jeśli f > 0, to
fn > 0 od pewnego n zatem gfn

(x) ≥ 0 a sta̧d Px(f) ≥ 0. Z cia̧gÃlości funkcjonaÃlu
wynika teraz, że Pf (x) ≥ 0 dla dowolnej f ≥ 0. Czyli Px jest funkcjonaÃlem nieu-
jemnym.
Teraz korzystamy z Twierdzenia Riesza. Dla każdego x ∈ X ′ istnieje miara (nieu-
jemna skończona) µx na (Y,G) speÃlniaja̧ca

Px(f) =
∫

fdµx.

W szczególności dla f ∈ S ze wzoru (6) mamy

∫
fdµx = gf (x)

i dla A ∈ F
∫

1A(x)f(y) dµ(x, y)
(5)
=

∫

A

gf (x) dµX(x) =
∫

A

[∫
f dµx

]
dµX(x).

Ponieważ funkcja charakterystyczna dowolnego zbioru otwartego B ⊂ Y jest niemaleja̧ca̧
granica̧ nieujemnych funkcji z S, wiȩc z monotonicznego twierdzenia Lebesgue’a (po
obu stronach) można f w powyższej równości zasta̧pić funkcja̧ 1B . Czyli

∫
1A(x)1B(y) dµ(x, y) =

∫

A

[∫
1B dµx

]
dµX(x) =

∫

A

µx(B) dµX(x).

Ale lewa strona równa siȩ po prostu
∫

1A×B(x, y) dµ(x, y) czyli µ(A×B). Dostalísmy
równość (1) dla otwartych B. Ponieważ zbiory otwarte generuja̧ sigma ciaÃlo G, wiȩc
równość zachodzi dla dowolnych prostoka̧tów mierzalnych. Sta̧d {µx : x ∈ X ′} jest
dezintegracja̧ µ wzglȩdem µX . ¤
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